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Zo z�akladnej �skoly vieme, �ze ak m�ame dan�u s�ustavu dvoch line�arnych rovn��c s dvoma

nezn�amymi x a y

a1x+ b1y + c1 = 0 (1)

a2x+ b2y + c2 = 0 (2)

rie�sime ju tak, �ze prv�u rovnicu vyn�asobime �c��slom � a druh�u �c��slom � tak, aby sme dostali

tretiu rovnicu, a vieme, �ze rie�senie s�ustavy rovn��c (1) a (2) je to ist�e, ako rie�senie s�ustavy

rovn��c (1) a (3).

�(a1x + b1y + c1) + �(a2x + b2y + c2) = 0 (3)

Rovnica (3) je line�arnou kombin�aciou rovn��c (1) a (2). Parametre � a � vol��me tak, aby

line�arna kombin�acia dan�ych rovn��c neobsahovala jednu z nezn�amych. Rovnak�ym postupom

dostaneme rovnice x = k1 a y = k2 a tieto �c��sla s�u rie�sen��m danej s�ustavy.

Pozrime sa na rie�senie danej s�ustavy rovn��c z poz��cie geometrie. Mno�zina v�setk�ych

bodov roviny, ktor�ych s�uradnice sp�l�naj�u rovnicu (1), resp. (2), je priamka. Dan�a s�ustava

rovn��c m�a jedno rie�senie pr�ave vtedy, ak tieto priamky s�u rôznobe�zn�e. Nutnou aj posta�cu-

j�ucou podmienkou preto je to, aby nenulov�a dvojica �c��sel (a1; b1) nebola n�asobkom dvojice

(a2; b2). Gra�cky rie�sit' dan�u line�arnu s�ustavu rovn��c (1) a (2) znamen�a zostrojit' priamky,

ktor�e s�u rovnobe�zn�e so s�uradnicov�ymi osami a prech�adzaj�u ich spolo�cn�ym bodom, t.j.

mus��me nahradit' dan�e priamky priamkami s rovnicami

1x+ 0y � k1 = 0 0x + 1y � k2 = 0

Pri rie�sen�� s�ustavy line�arnych rovn��c v podstatnej miere vyu�z��vame nasleduj�ucu vetu:

Veta. Priamka p prech�adza spolo�cn�ym bodom priamok dan�ych rovnicami (1) a (2) pr�ave

vtedy, ak sa jej rovnica d�a nap��sat' v tvare (3).

Dôkaz. Ak bod M [m;n] je bodom priamky (1), tak plat�� (a1m+ b1n + c1) = 0 a teda aj

�(a1m + b1n + c1) = 0, pre v�setky re�alne �c��sla �. Podobne, ak bod M [m;n] je bodom

druhej priamky plat�� �(a2m + b2n + c2) = 0; pre v�setky hodnoty parametra � a teda

s�uradnice spolo�cn�eho bodu dan�ych priamok sp�l�naj�u aj rovnicu (3).

Predpokladajme, �ze m�ame dan�u priamku p, ktor�a prech�adza spolo�cn�ym bodom dan�ych

priamok (1) a (2) a nejak�ym bodom Q[q; r], ktor�y je rôzny od ich spolo�cn�eho bodu. Sta�c��

polo�zit' v rovnici (3)

� = (a2q + b2r + c2); � = �(a1q + b1r + c1)
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a dostaneme rovnicu danej priamky p.

Doposial' sme sa zaoberali len line�arnou kombin�aciou line�arnych rovn��c. Pre�co by sme

nemohli robit' podobn�u line�arnu kombin�aciu neline�arnych rovn��c? Nie je komplikovan�e

sformulovat' a dok�azat' vety, ktor�e s�u analogick�e aj pre line�arnu kombin�aciu neline�arnych

rovn��c.

Na niekol'k�ych pr��kladoch uk�a�zeme u�zito�cnost' tak�ychto �uvah.

Najskôr v�sak trochu te�orie o kru�zniciach. Majme dan�e dve kru�znice rovnicami

(x �m1)
2 + (y � n1)

2 � r2
1
= 0 (4)

(x �m2)
2 + (y � n2)

2 � r2
2
= 0 (5)

ktor�e sa pret��naj�u v pr�ave dvoch bodoch. Ak vyn�asobime prv�u rovnicu �c��slom � a druh�u

�c��slom � dostaneme rovnicu

�[(x �m1)
2 + (y � n1)

2 � r2
1
] + �[(x �m2)

2 + (y � n2)
2 � r2

2
] = 0 (6)

�Co mô�zeme povedat' o mno�zine v�setk�ych bodov, ktor�ych s�uradnice sp�l�naj�u (6)?

Ak � + � = 0, tak rovnica (6) je rovnicou priamky, ktor�a prech�adza ich spolo�cn�ymi

bodmi. T�ato priamka sa naz�yva chord�ala dan�ych kru�zn��c. (Chord�ala je mno�zinou v�setk�ych

bodov, ktor�e maj�u k dan�ym kru�zniciam rovnak�u mocnost'. Pozri [3] str. 134, 144.)

Ak �+ � 6= 0, tak delen��m rovnice (6) �c��slom �+ � dost�avame rovnicu typu

x2 + y2 +Ax +By +C = 0

�Upravou na �upln�e �stvorce zistime, �ze toto je rovnicou kru�znice, bodu alebo pr�azdnej mno-

�ziny podl'a toho, �ci v�yraz A2

4
+ B2

4
� C v}a�c�si, rovn�y alebo men�s�� ako 0. Preto�ze pred-

poklad�ame, �ze kru�znice (4) a (5) maj�u pr�ave dva spolo�cn�e body, s�uradnice t�ychto bodov

sp�l�naj�u (6). Analogicky, ako v pr��pade line�arnych rovn��c plat��, �ze (6) je rovnicou kru�znice,

ktor�a prech�adza ich spolo�cn�ymi bodmi. (Existencia spolo�cn�ych bodov n�am zabezpe�cuje,

�ze line�arna kombin�acia dan�ych rovn��c nie je jednoprvkovou ani pr�azdnou mno�zinou.)

Mô�zeme nie�co podobn�e povedat' o rovnici (6), ak dan�e kru�znice nemaj�u spolo�cn�e body?

O tom sa mô�zete viac dozvediet' v pr�aci [1].

Pr��klad 1. Nap���ste rovnicu kru�znice, ktor�a prech�adza bodom M [1;�1] a spolo�cn�ymi

bodmi kru�zn��c (x � 1)2 + (y + 2)2 � 1 = 0 a (x � 3)2 + (y � 2)2 � 4 = 0.

Rie�senie: Hl'adan�a kru�znica bude mat' rovnicu tvaru

�[(x � 12 + (y + 2)2 � 1] + �[(x� 3)2 + (y � 2)2 � 4] = 0

�upravou

(� + �)x2 + (� + �)y2 + (�2�� 6�)x + (�� 2�)y � 4�� 2� = 0

Ked' do tejto rovnice dosad��me s�uradnice bodu M postupne dostaneme

�8�� 4� = 0

�
�
= �1

2

Ak polo�z��me � = �1, tak � = 2 a hl'adan�a kru�znica m�a rovnicu

(x � 5)2 + (y � 4)2 = 41
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Pr��klad 2. Nap���ste rovnicu kru�znice, ktor�a prech�adza spolo�cn�ymi bodmi kru�zn��c

(x � 1)2 + y2 � 1 = 0 a (x � 3)2 + (y � 2)2 � 4 = 0 a dot�yka sa priamky x = 0:

Rie�senie: Ak do rovnice

(�+ �)x2 + (�+ �)y2 � (2�+ 6�)x� 4�y = 0

dosad��me x = 0 a ak plat�� �+ � 6= 0, dost�avame kvadratick�u rovnicu

(� + �)y2 � 4�y + 9� = 0

rie�sen��m ktorej s�u y-ov�e s�uradnice spolo�cn�ych bodov hl'adanej kru�znice a danej priamky.

Preto�ze chceme, aby sa priamka x = 0 bola doty�cnicou hl'adanej kru�znice, polo�z��me jej

diskriminant

D = (�4�)2 � 4(�+ �)(9�) = 0

�upravou

�(9�+ 5�) = 0:

Ak si zvol��me � = 1; � = 0, resp. � = �5; � = 9, tak hl'adan�e kru�znice maj�u rovnice

(x� 1)2 + y2 = 1; (x� 11

2
)2 + (y � 9

2
)2 = 121
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Zatial' sme sa zaoberali line�arnou kombin�aciou rovn��c kru�zn��c, ale mô�zeme uva�zovat' aj

o in�ych krivk�ach. Ak m�ame dan�e dve krivky druh�eho stup�na alebo dve krivky prv�eho a

druh�eho stup�na, tak ich line�arna kombin�acia m�a tvar

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx +Ey + F = 0

Typ krivky v podstatnej miere z�avis�� od koe�cientov A;B;C: Ak vieme, ak�e bud�u tieto

koe�cienty v line�arnej kombin�acii, tak to mô�zeme vhodne vyu�zit'. Demon�strujme to na

nasleduj�ucom pr��klade.

Pr��klad 3. (Vid' [2]) Dok�a�zte, �ze ked' sa dve paraboly pret��naj�u vo �styroch bodoch a ich

osi s�u navz�ajom kolm�e, potom v�setky spolo�cn�e body le�zia na jednej kru�znici.

Sta�c�� v�sak, ak si zvol��me s�uradnicov�y syst�em tak, �ze osi parabol bud�u s�uradnicov�ymi

osami a v takto zvolenom syst�eme uva�zovan�e paraboly bud�u mat' rovnice

y2 = 2p(x �m); x2 = 2q(y � n)

Ak tieto dve rovnice s�c��tame dostaneme rovnicu kru�znice, na ktorej musia le�zat' v�setky

spolo�cn�e body dan�ych parabol.

Podobn�e �uvahy s line�arnou kombin�aciou dvoch rovn��c mô�zeme robit' aj v trojrozmernom

priestore. Iste nebudete mat' probl�emy s rie�sen��m nasleduj�ucich �uloh:
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�Uloha 1. Nap���ste rovnicu roviny, v ktorej le�zia v�setky spolo�cn�e body gul'ov�ych plôch

dan�ych rovnicami (x + 2)2 + y2 + z2 = 25; (x + 2)2 + (y � 2)2 + (z � 3)2 = 25:

�Uloha 2. Ur�cte stred a polomer kru�znice, ktor�a je prienikom dvoch gul'ov�ych plôch

zadan�ych v predch�adzaj�ucej �ulohe.

�Uloha 3. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a prech�adza po�ciatkom s�uradnicov�eho syst�e-

mu a kru�znicou x2 + y2 + z2 = 16; 3x� 2y + 6z � 8 = 0:

(Uvedomte si, �ze kru�znica v priestore nemô�ze byt' vyjadren�a jednou rovnicou.

V tomto pr��spevku sme chceli na niekol'k�ych �ulohach uk�azat' na to, �ze pou�zit��m line�arnej

kombin�acie mô�zeme vyrie�sit' mnoh�e �ulohy, ktor�e �casto pova�zujeme t'a�zko rie�sitel'n�e. Po-

zorn�y �citatel' si iste dok�a�ze sformulovat'ajmnoho in�ych �uloh, pri rie�sen�� ktor�ych s �uspechom

vyu�zije nazna�cen�e postupy.
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