O LINEARNEJ KOMBINACII

MARIAN TRENKLER

Zo zéakladnej skoly vieme, ze ak mame danu sustavu dvoch linedrnych rovnic s dvoma
neznamymi r a y

a1xr +by+e =0 (1)
asx + boy +¢c2 =0 (2)

riesime ju tak, zZe prva rovnicu vynasobime ¢islom « a druhu ¢éislom 3 tak, aby sme dostali
tretiu rovnicu, a vieme, 7Ze rieSenie stustavy rovnic (1) a (2) je to isté, ako riesenie sustavy
rovnic (1) a (3).

alarz + by +c1)+ Blage + by +¢3) =0 (3)

Rovnica (3) je linedrnou kombindciouw rovnic (1) a (2). Parametre a a § volime tak, aby
linearna kombinacia danych rovnic neobsahovala jednu z neznamych. Rovnakym postupom
dostaneme rovnice * = k1 a y = ko a tieto ¢isla st rieSenim danej stustavy.

Pozrime sa na riesenie danej sustavy rovnic z pozicie geometrie. Mnozina vsetkych
bodov roviny, ktorjch stradnice splitajd rovnicu (1), resp. (2), je priamka. Dand sistava
rovnic ma jedno riesenie prave vtedy, ak tieto priamky si roznobezné. Nutnou aj postacu-
jucou podmienkou preto je to, aby nenulova dvojica éisel (aq, by ) nebola nédsobkom dvojice
(az,bs). Graficky riesit’ dant linedrnu sistavu rovnic (1) a (2) znamend zostrojit’ priamky,
ktoré st rovnobezné so suradnicovymi osami a prechadzaji ich spoloénym bodom, t.j.
musime nahradit’ dané priamky priamkami s rovnicami

le4+0y—%k =0 Oz + 1y — ko =0

Pri riesent ststavy linedrnych rovnic v podstatnej miere vyuzivame nasledujucu vetu:

Veta. Priamka p prechdadza spoloénym bodom priamok danych rovnicami (1) a (2) prave
vtedy, ak sa jej rovnica d& napisat’v tvare (3).

Doékaz. Ak bod M[m,n] je bodom priamky (1), tak plati (aym + bin +c¢1) =0 a teda aj
alaym 4+ bin 4 ¢1) = 0, pre vsetky redlne ¢isla . Podobne, ak bod M[m,n] je bodom
druhej priamky plati f(azsm 4 ban + ¢3) = 0, pre vSetky hodnoty parametra 3 a teda
suradnice spoloéného bodu danych priamok spiflajﬁ aj rovnicu (3).

Predpokladajme, ze mame dana priamku p, ktora prechadza spolocnym bodom danych
priamok (1) a (2) a nejakym bodom Q[g, ], ktory je rozny od ich spoloéného bodu. Staci
polozit’ v rovnici (3)

a = (azq + bar + ¢3), B=—(arqg+bir+ecy)
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a dostaneme rovnicu danej priamky p.

Doposial sme sa zaoberali len linearnou kombinaciou linearnych rovnic. Preco by sme
nemohli robit’ podobnta linedarnu kombindciu nelinearnych rovnic? Nie je komplikované
sformulovat’ a dokazat’ vety, ktoré su analogické aj pre linearnu kombinaciu nelinearnych
rovnic.

Na niekolkych prikladoch ukdzeme uzitocnost’ takychto uvah.

Najskor vsak trochu tedrie o kruzniciach. Majme dané dve kruznice rovnicami

(x —ma)* +(y—n1)* —rf =0 (4)
(x —ma2)* +(y —n2)* =1y =0 (3)

ktoré sa pretinaju v prave dvoch bodoch. Ak vynasobime prva rovnicu ¢islom « a druha
c¢islom 3 dostaneme rovnicu

al(e =mi)* + (y = na)® —rf] + Blle —m2)* + (y —n2)’ —r3] =0 (6)

Co mézeme povedat’ o mnozine véetkych bodov, ktorych siradnice spiflajﬁ (6)?
Ak o + 8 = 0, tak rovnica (6) je rovnicou priamky, ktord prechddza ich spoloénymi
bodmi. Této priamka sa nazyva chorddla danych kruznic. (Chordéla je mnozinou vsetkych

bodov, ktoré maju k danym kruzniciam rovnakt mocnost. Pozri [3] str. 134, 144.)
Ak a4 8 # 0, tak delenim rovnice (6) ¢islom « 4  dostdvame rovnicu typu

:1;2—|—y2—|—A:1;—|—By—|—C:0

U'pravou na uplné stvorce zistime, ze toto je rovnicou kruznice, bodu alebo prazdnej mno-
ziny podla toho, ¢ vyraz AT2 + BT2 — (' vacsi, rovny alebo mensi ako 0. Pretoze pred-
pokladdme, ze kruznice (4) a (5) maju prave dva spoloéné body, stradnice tychto bodov
spliaji (6). Analogicky, ako v pripade linedrnych rovnic plati, ze (6) je rovnicou kruznice,
ktora prechddza ich spoloénymi bodmi. (Existencia spoloénych bodov ndm zabezpecéuje,
ze linedrna kombindcia danych rovnic nie je jednoprvkovou ani prazdnou mnozinou.)

Moézeme nieco podobné povedat’ o rovnici (6), ak dané kruznice nemaji spoloéné body?
O tom sa mozete viac dozvediet’ v praci [1].

Priklad 1. Napiste rovnicu kruznice, ktord prechéddza bodom M][1,—1] a spoloénymi
bodmi kruznic (:1;—1)2 —|—(y—|—2)2 —1=0 a (:1;—3)2 —|—(y—2)2 —4=0.

Riesenie: Hladana kruznica bude mat’ rovnicu tvaru
af(r — 124 (g +27 — 14 Blle 31 + (y— 2 —4] =0
Upravou
(@ +B)a® + (a + By + (=20 = 6f)z + (a = 20)y — 4a =23 =0

Ked do tejto rovnice dosadime siradnice bodu M postupne dostaneme

—8a—44 =0
o _— 1
3= T2
Ak polozime « = —1, tak =2 a hladand kruznica ma rovnicu

(2 =50 +(y—4) = 41
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Priklad 2. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechadza spoloé¢nymi bodmi kruznic
(x =12 +y*—1=0 a (2 —3)? +(y —2)? =4 =0 a dotyka sa priamky = = 0.

Riesenie: Ak do rovnice
(a+ B)2% + (o + Bly* — (20 + 68)z — 48y =0
dosadime = =0 a ak plati a + 7 # 0, dostavame kvadraticki rovnicu

(a+ By —4By+98=0

rieSsenim ktorej su y-ové suradnice spolocnych bodov hladanej kruznice a danej priamky.
Pretoze chceme, aby sa priamka x = 0 bola dotyénicou hladanej kruznice, polozime jej
diskriminant

D = (—43)" —4(a +3)(98) =0

Upravou

B9+ 58) = 0.
Ak si zvolime a« = 1, # =0, resp. « = =5, =9, tak hladané kruznice maju rovnice
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Zatial sme sa zaoberali linearnou kombindaciou rovnic kruznic, ale moézeme uvazovat aj
o inych krivkach. Ak mame dané dve krivky druhého stupna alebo dve krivky prvého a
druhého stupna, tak ich linedrna kombindcia ma tvar

Ar* + Bay +Cy* + Dex+ Ey+ F =0

Typ krivky v podstatnej miere zavisi od koeficientov A, B, C. Ak vieme, aké budu tieto
koeficienty v linedrnej kombindcii, tak to moézeme vhodne vyuzit. Demonstrujme to na
nasledujucom priklade.

Priklad 3. (Vid [2]) Dokazte, ze ked sa dve paraboly pretinaji vo styroch bodoch a ich
osi st navzdjom kolmé, potom vsetky spolocné body lezia na jednej kruznici.
Staci vsak, ak si zvolime suradnicovy systém tak, ze osi parabol buda siradnicovymi

osami a v takto zvolenom systéme uvazované paraboly budi mat’ rovnice

y? =2p(z —m), a°=2¢(y—n)

Ak tieto dve rovnice sc¢itame dostaneme rovnicu kruznice, na ktorej musia lezat’ vsetky
spolo¢né body danych parabol.

Podobné uvahy s linearnou kombinaciou dvoch rovnic mézeme robit’ aj v trojrozmernom
priestore. Iste nebudete mat’ problémy s riesenim nasledujicich aloh:
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Uloha 1. Napiste rovnicu roviny, v ktorej lezia vsetky spolo¢né body gulovych ploch
danych rovnicami (x + 2)2 +y? 4 22 = 25, (x + 2)2 + (y — 2)2 +(z — 3)2 = 25.

Uloha 2. Uréte stred a polomer kruznice, ktora je prienikom dvoch gulovych ploch
zadanych v predchédzajicej ilohe.

Uloha 3. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktora prechéadza pociatkom suradnicového systé-
mu a kruznicou z? + y2 + 22 = 16, 3x —2y+4+62z—-8=0.

(Uvedomte si, ze kruznica v priestore nemoze byt vyjadrend jednou rovnicou.

V tomto prispevku sme cheeli na niekolkych alohach ukazat' na to, ze pouzitim linearne;]
kombinacie mozeme vyriesit mnohé dlohy, ktoré ¢asto povazujeme tazko riesitelné. Po-
zorny citatel siiste dokaze sformulovat’ aj mnoho inych tloh, pri rieseni ktorych s ispechom
vyuzije naznacené postupy.
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